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Polya Gyorgy

25 eve halt meg Pdlya Gyorgy, de munkassaga
ma Iis hatassal van a matematikusok es a
matematikatanarok hetkoznapjaira.

Kivalo tudos és nagyszeru tanaregyeniseg volt,
aki maradandot alkotott mind a tudomany, mind a
matematika tanitasa teruleten.

Neve osszeforrt a modern heurisztikaval, a
felfedezés tudomanyaval.

Matematikai heurisztikaval foglalkozo konyvel
tobb, mint 50 ev tavlatabadl is aktualisak es
iIranymutatoak.



Polya Gyorgy

Foglalkozott a matematika kulonbozd teruleteivel:
kombinatorikaval, valoszinlUsegszamitassal, valos es
komplex fuggvényekkel, analizissel, geometriaval,
szamelmeélettel, az algebrai egyenletek elméletével,
matematikai fizikaval.

O alkotta meg a modern matematikai heurisztikat.

Heurisztikus modszerét ma mar nem csak a
matematikaban es természettudomanyokban, hanem
minden kutatasi eljarasnal alkalmazzak.

250 cikke és tarsszerzokkel egyutt 10 konyve, illetve
monografiaja jelent meg, kozuluk szamosat tobb nyelvre
leforditottak.

Osszegyijtott miveit 4 kotetben adtak ki Cambridge-ben
1974 és 1984 kozott.
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A tanarok szamara, a magyarra leforditott,
matematikatanitassal foglalkozo konyvel a
legismertebbek:

A gondolkodas iskolaja,

A problemamegoldas iskolaja,

A matematikai gondolkodas miiveszete
|. Indukcio es analogia,
Il. A plauzibilis kbvetkeztetes.

Matematikai moédszerek a természet-
tudomanyokban.
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Polya Gyorgy
Nagyon nagy sikert aratott a Szegb Gaborral kozosen irt
elsd konyvuk: Feladatok es tetelek az analizis kbrebdl.
Szamos tétel és fogalom 6rzi Polya nevét:
« Pdlya-féle modern heurisztika
* Polya-féle eloszlas
» Polya-fele gyakorisagfuggvény
* Polya-féele urnamodell
* Pdlya kritéerium
* Podlya reprezentaciok
» Pdlya-féle hezagtétel
« Pdlya - Carison tétel
« Pdlya-Schonberg sejtés
« Polya-csucsok
« Polya —féle formula a kombinatorikaban
* Hilbert-Pdlya felteveés
« Pdlya folyamat a rendszerdinamikaban.



Polya Gyorgy életrajza

Polya Gyorgy 1887. december 13-an szuletett
Budapesten.

Eletutjat tébb tényezd befolyasolta. Csaladi
kornyezete meghatarozo volt.

Edesapja Pdlya (Pollak) Jakab kivald
kOozgazdasz, aki szamos konyvet irt, az MTA
levelez( tagja volt.

Edesanyja Deutsch Anna, erés egyéniség volt.
Hatan voltak testvérek 4 fiu és 2 lany.

Testverei kozul kiemelked6é munkassagot fejtett
Ki a matematikahoz is er0sen vonzodo Pdlya
Jeno sebészprofesszor (1876-19447), akirdl
sebeszi eljarast neveztek el.
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Kozépiskolai tanulmanyait a hires Il. keruleti Marko utcai
forealiskolaban folytatta. 1905-ben érettségizett. Beke Mano
tanitotta matematikara.

Beke Mano a 20. szazad elejen a magyarorszagi
matematika-tanitasi reformtorekvések 16 képviseldje volt, 6
kepviselte hazankat nemzetkozi szinten is.

Diakkoraban j6 volt matematikabdl is, fizikabdl is. Bar
szerette a matematikat, de szeretete nem volt kizarolagos.
A foldrajz, a latin nyelv, a magyar nyelv €s irodalom is
kedvenc tantargya volt. Kétszer is indult az Eotvos (mai
neven Kurschak) Matematikai Tanuloversenyen, de nem ért
el kulonosebb eredmeényt.

Szeleskorl erdeklodese és a szulGi haz kivansaga is
tukrozodott palyavalasztasaban. Egyetemi tanulmanyait
orvostanhallgatokent kezdte el, félévig jogot, hallgatott, majd
magyar-, latin- és gorog nyelvszakos volt, 1907-ben pedig
filozofiat tanult. Az alapvizsga letétele utan fordult vissza
érdekl6dese a matematika fele.



Polya Gyorgy eletrajza

A kesObbiekben ugy jellemezte sajat magat, hogy nem
volt elég jo a fizikahoz, de tul j6 volt a filozofiahoz, és a
matematika a kettd kozott helyezkedik el.

A budapesti Tudomanyegyetemen Fejér Lipot és Eotvos
Lorand tanitvanya volt.

Az 1910-es évek elején tobb félévet toltott
osztondijaskeént kulfoldi egyetemeken:

Bécsben (1910-1911), Gottingenben (1912-1914).

Gottingen ebben az id6ben is a vilag egyik vezeto
matematikai kozpontja volt. Itt tanitott Félix Klein, D.
Hilbert, O. Toeplitz. H. Weyl, C. Charatheodory, E.
Hecke, C. Runge, L. Prandtl, akik befolyassal voltak
kés6bbi munkassagara.
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Mar egyetemi hallgatokeént is publikalt kulfoldi tudomanyos
folyoiratokban.

Kozvetlenul az egyetemi tanulmanyainak befejezése utan
1912-ben benyujtotta A valoszinlségszamitas néhany
kerdeserdl és bizonyos velik 6sszefiiggd hatarozott
integalokrol cimu doktori disszertaciojat. A disszertacio
erdekessege, hogy benne olyan elméleti kérdésekkel is
foglalkozott, mint pl. milyen eseményeknek tulajdonithatunk
valoszinlséget, mi legyen a valészinliseg fogalmanak
intuitiv megfeleldje.

Az 1914-es évet Parizsban toltotte. Itt Poincaré,
Hadamard, Picard, Borel, Cartan és Lebesgues voltak a
tanitomestereil.

Hadamard volt ra donté hatassal.
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Az elso vilaghaboru kitoréese utan nem tert vissza
Magyarorszagra, mert kilatastalannak tartotta a
magyarorszagi allasviszonyokat és bizonytalannak a
politikail helyzetet.

Onkéntesként bevonult katonanak a hadseregbe, de
onnan labseérulese miatt elbocsatottak.

1914-t61 1940-ig a zurichi Miegyetemen (ETH) tanitott
és kutatott.

1928-t6l nevezték ki egyetemi tanarnak. Kulonbozo
tanszekeken tanitott, tanitott erdeszeket, mérnokoket,
vegyeszeket, epitészeket.

Zurichben egyutt dolgozott A. Hurwitz-cal és H. Weyllel.
1919-t0l tartott tanar-tovabbképzeseket.
1921-ben Németorszagban tett tanulmanyutat.

1918-ban megndsult, felesegul vette Weber fizika
professzor lanyat, Stella Vera Webert.
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1924-ben jelent meg a Szegb Gaborral kozosen irt
Aufgaben und Lehrsétze aus der Analysis cim( konyvuk
ket kotetben. Ez a konyv a 20. szazad egyik klasszikus
analizis tankonyve , de a feldolgozasban mar megjelentek
a heurisztika elvel.

1924-1925-ben Oxfordban volt.
1933-ban rovid idét toltott az USA-ban.

1935-ben jelent meg a Hardy — Littlewood - Pdlya:
Egyenlétlensegek (Inequalities) cimd konyv, amelyben a
szerzOk az analizisben szerepld fontos
egyenlGtlensegeket targyaltak.

1940-ben baratja Szegé Gabor meghivasara a fasizmus
eldl kivandorolt az USA-ba.

Négy nyelven folyékonyan adott el6. Eredetiben olvasta a
magyaron kivul a német, angol, latin, gorog, francia és
olasz nyelven irt miveket.
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El6szor a Rhode Island Brown Egyetemen tanitott, utana
a Smith College vendégprofesszora volt.

1942-t6l a Stanford Egyetemen professzor.

1953-ban vonult nyugdijba, de egyetemi eloadasait és
kutatomunkajat ezutan is tovabb folytatta. Egyre
Pévekvc’i energiaval fordult a matematikatanitas kérdesei
ele.

Beteljesedett egykori matematika-tanaranak, késobbi
professzoranak, Beke Manonak a joslata:

,Ugy, ugy, maga a filozofiatol jén a matematikéhoz.
Vissza fog terni a filozofiahoz. De ne térjen vissza tul
koran.”

Legutolso egyetemi el0adassorozatat 91 eves koraban
tartotta kollegai szamara.

1985. julius 7-én, 97 éves koraban, mint a Stanford
(Egyet)em professzor emeritusa halt meg Palo Altoban
USA).
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A kozeépiskolai tanarok szamara feladatmegoldo
szeminariumokat vezetett.

Elkészitette a ,, Tanitsunk meg sejteni” cimi dijnyertes
oktatofilmet.

Turelmes, j6 pedagodgiai érzeki és szinészi
kepességekkel megaldott tanaregyéniseg volt.

|dBs koraban egyre tobbet foglalkozott a kozépiskolai
tanarkepzés reformjaval.

Szerinte azért nem szeretik az emberek a matematikat,
mert altalaban rosszul tanitjak 6ket. Ha viszont jol
tanitjak a matematikat, akkor szeretni fogjak. Az iskola
célja az legyen, hogy a gyerek belso erbforrasait
felj,[essze és ne csak tenyeket vagy kész dolgokat adjon
eld.
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Tobb Tudomanyos Akademia valasztotta tagjava:

tagja volt a Parizsi Tudomanyos Akademianak

az USA-ban a National Academy of Science-nek, az
American Academy of Arts and Sciences-nek,

a brusszeli Academie Internationale de Philosophie des
Sciences-nek.

1976-ban, magyarorszagi latogatasakor, az MTA
tiszteletbeli tagjava valasztotta.

1968-ban megkapta az Amerikai Matematikai Tarsulat
Kituntetését.

Tiszteletere az ICME-6 (1989) kongresszusra egy
emlékerem keészult.
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Emleket viseli

az SIAM (Society for Industrial and Applied
Mathematics) kombinatorikai Polya-dija

az Amerikai Matematikai Tarsulat Polya-dija, amellyel a
College Mathematics Journal ismeretterjesztd cikkeit
dijazzak

a London Mathematical Society Podlya-dija

A 29646 Polya kisbolygo, amelyet 1998. november 16-
an fedezett fel P: G. Comba és a kisbolygo ovben kering

a Veszprémi Pannon Egyetem MUszaki Informatikai
Kara Polya Gyorgy dija a matematikatanarok
tehetseggondozas teruletén elért eredmeényeiert
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Polya Gyorgy munkassaga
Kutatasi teruletei

Valoszinlsegszamitas, valos- es komplex
fliggvenytan, kombinatorika, szamelmélet,
geometria, modern heurisztika.

Kutatasai kozul pl. a

Polya-fele elosztas,

bolyongasi problemak, a Polya-féle heurisztika
ma mar az egyetemi tananyag részet képezik.

Foglalkozott a komp

ex szamsikon definialt

hatvanysorok €s a hatvanysor egyutthatoinak

és a hatvanysor alta

meghatarozott

fuggvenyek bizonyos tulajdonsagai kozti
osszefuggesek vizsgalataval,

a fuggvények és derivaltjaik gyokhelyei kozti
osszefuggesek vizsgalataval.
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Tudomanyos munkassaganak egyik jelentés eredmeénye
a valoszinlisegszamitassal kapcsolatos.
ValoszinlUségszamitasi vizsgalataiban nemcsak
elmelettel, hanem gyakorlati kerdesekkel is foglalkozott,
pl. az aIIocsnIagok es egyes novenyek terbel
eloszlasaval, a jarvanyterjedes kerdéseivel, az aranyos
valasztasi rendszerrel és a kereskedelmi reklamok
valoszinusegszamitasi vonatkozasaival.

Kutatasi stilusanak jellegzetessegei hamar jelentkeztek.
Legtobbszor olyan ismert konkrét esetekbdl indult ki,
amelyek elvezettek az altalanos modszerhez, majd
ujabb specialis problemakhoz.

Sokszor visszatert egy-egy témahoz.

Kutatasi elveit a kesbbbiekben beillesztette a heurisztikai
rendszerébe.
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heurisztika

A modern heurisztikai modszer alapjait sajat
tapasztalataibdl szlrte le. Sajat gyakorlata alapjan
kristalyositotta ki a felfedezés és feltalalas alapelveinek a
szabalyait, a jo tanacsokat, a problema megoldas altalanos
stratégiajat.

« Egyetemi hallgato voltam és eqy gimnazistat vizsgara
keszitettem el6. Eppen valami térmértani feladatot
magyaraztam, amikor elvesztettem a fonalat, megakadtam.
Falba tudtam volna verni a fejemet, hogy ilyen egyszert
peéldanal cs6dot mondtam. Masnap aztan nekifeklidtem és
olyan alaposan dolgoztam ki a megoldast, hogy tobbe el ne
felejthessem. Megprobaltam intuitiv modon elképzelni a
megoldas természetes fejlodesmenetet, a benne rejlé
gondolatok lancolatat. Véqgul is a problemamegoldasi
folyamat mertani abrazolasahoz jutottam. Ez volt az elsé
felfedezésem a problémamegoldasban és innen ered
egeész életemre szo0l6 erdeklodesem iranta.”
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Els6 konyvet, a Feladatok ées tetelek az analizis kbrebol
(Zurich, Berlin, 1924) Szegb Gaborral( 1895-1985)
kOzoOsen irta.

A Bevezetésben a szerzdk is kiemelték, hogy

,EZ a kbnyv nem csupan eqgyszert feladatgydjtemeny.
Legfontosabb vonasa az anyag modszeres elrendezese,
melynek célja az, hogy az olvasot 6nallo munkara
0sztonbzze, és hasznos gondolatokat sugalljon neki.

Tobb idot, gondot es aprolékos munkat szenteltlink annak,
hogy megtalaljuk az anyagq leghatékonyabb bemutatasat,
mint amennyit a beavatatlan az elso pillantasra
feltételezne. A tényszerii ismeretek kbzlése szamunkra
masodlagos szempont. Céelunk mindenekeldtt, hogy
kialakitsuk az olvaso helyes szemléletét, a gondolkodas
eqgy bizonyos rendszerezettséget, amely a matematikaban
talan meg lényegesebb, mint mas tudomanyokban.
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* A helyes gondolkodasi térvenynek az elméeleti ismeretek
helyett az embernek a husaba és verebe kell
beszivodniuk ahhoz, hogy azonnal es 6sztondsen
hasznalni tudja azokat. Ezért az ember gondolkodasi
kepessegenek a fejlesztese csak a gondolkodas
gyakorlasa lehet hasznos.

Az ember szeretne mindent megerteni: az elszigetelt
tenyeket egybevetve a vele 6sszefliiggo tenyekkel, az
ujonnan felfedezettet a mar ismerttel valo kapcsolatan
keresztil, az ismeretlent a megszokotthoz valo
hasonlosag alapjan a specialis eredményeket
altalanositas dtjan, az altalanos eredmenyeket megfelelé
sSpecializalas segitsegevel, az 6sszetett helyzeteket
alkoto reszeikre bontva és a részleteket eqy atfogo teljes
kep keretebe foglalva.”
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Kiemelnék meg egy szempontot, mint hasznos elvet a

tanarok szamara:

,Gyakran keletkeznek uj eredmények abbdl is, ha
munkank iranya egybeesik eqy nevezetes speCIal/s
esettel. Parhuzamok vonasa is ertekes modszer,
amellyel 4j eredményeket lehet szarmaztatni. Az olyan
Otlet, amely csak eqgyszer hasznalhato csak trukk. Ha
tobbszobr is fel lehet hasznalni, akkor modszer lesz
belble.”

Polya Gyorgy Amerikaban is egyutt dolgozott Szego
Gaborral. Kozos kutatasi eredmenyeiket az
Izoperimetrikus egyenlotlenségek a matematikai
fizikaban (Isoperimetric Inequalities in Mathematical
Physics (1951) ciml konyvukben foglaltak ossze.
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* A gondolkodas iskolaja (How to solve it?) cim(
konyvében Iényegeben azt elemzi, hogy barmilyen
feladat vagy tudomanyos problema megoldasahoz
hogyan lehet eljutni.

« A konyv belss boritojan talaljuk meg a feladat
megoldassal kapcsolatos kristalytiszta, tomor és
alapvet6en fontos utmutatasait a

, Hogyan oldunk meg feladatokat?”

* A gondolkodas iskolaja 1945-ben jelent meg és
utmutatasai ma is aktualisak. Erdekessége egyreszt az,
hogy magyarra Lakatos Imre forditotta, masrészrol, hogy
bestseller konyvvé valt. Annyira, hogy a repuléGtereken, a
palyaudvarokon a legkeresettebb ,know-how” konyvek
koze tartozott. Azota is rendszeresen kiadjak, legalabb
16 nyelvre forditottak le, és tobb, mint egy millios
peldanyszamban jelent meg.
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GVvOorey

A gondolkoda

isholdja

’

kis felfede

A wvilighini magyar marematikus aze a kéndést vizsgilja
kanyveben, bogvan éndemes felfedezni®, azaz megralilni az
utat, ami egy teeszoleges feladat (rudominyos probléma,

matematikai feladat, rejrvény stb. ) megoddisihor vezer,

Az a céfja, hogy segitséger nyljtson az dtleres gondolke

valo nevelésben, Koayvér clsdsorban matematikatandrok és
matematikival foglilkozo didkok szimdea irea, de éreékes tapase
talatokat ad mindazoknak, akiket érdekelnek a feladatmegoldis,
a megfejtés modszerel

Pélya Gyorgy (1887-1985) a Stanfor yetem  professeo

raként dolgozaet evtizedekig.
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* A Pdlya Gyorgy kutatomunkaja soran felhasznalta sajat
oriasi es szerteagazo tanitasi tapasztalatait. Els6sorban a
kézzelfoghato és gyakorlati oldalt hangsulyozta.
,2Barmilyen probléema megoldasa valamilyen nehez
helyzetbol kivezeto ut megtalalasat, valamilyen akadaly
megkertulesét jelenti, olyan cél eleresét, amelyhez
egyébkent kozvetlenll nem tudtunk volna eljutni. A
problema megoldasa az ertelem jellegzetes teljesitmenye,
es az ertelem az emberiseq Jellegzetes kepessege:
tulajdonkeppen a probléma megoldas a legjellemzobben
emberi tevékenysegq.

A problema megoldas csakugy gyakorlat kérdese, mint az
uszas, sizés vagy zongorazas. Megtanulni is csak utanzas
es gyakorlat utjan lehet. Nem adhatok blvos kulcsot,
amely minden ajtot megnyit, és minden problemat megold,
de adhatok utanozhato jo peldakat es sok alkalmat a
gyakorlasra. Aki uszni akar tanulni, annak vizbe kell
ugrania, aki problemakat megoldani akar megtanulni,
annak a problémak megoldasat kell gyakorolnia.”
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A gondolkodas iskolaja

Egy matematikai probléma megoldasanak négy lépését
fejti ki részletesen a konyvben megtalaljuk.

E;ek a kovetkezok:
» Ertsd meg a problemat!

« Keészits tervet a probléma megoldasara! ( Keress
Osszefliggést az adatok kbzott. Ha nem talalsz kbzvetlen
Osszefliggést, nézz segédfeladatok utan. Vegul készitsd
el a megoldas tervet)

» Hajtsd végre a tervedet!
» Vizsgald meg a megoldast!

A konyv egy hasznos stratégiagyujtemenyt is tartalmaz.
Bemutatja a ma mar sokszor alkalmazott forditott iranyu
bizonyitasi strategiat.
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HOGYAN OLDJUNK MEG FELADATOKAT?

ELOSZOR

Ertsd meg a feladatot.

MASODSZOR

Keress osszefiiggést
az adatok
és az ismeretlen kozott.

Ha nem talalsz
kozvetlen Osszefiiggést,
nézz segédfeladatok utan.

Végiil készitsd el
a megoldas tervét.

HARMADSZOR
Hajtsd végre tervedet.

NEGYEDSZER

Vizsgald meg
a megoldast.

A FELADAT MEGERTESE

Mit Leresiink? Mi van adva? Mit kétiink ki?

Kielégithet6-e a kikotés? Elegendd a kikotés az ismeretlen meghatiro-
zfisihoz? Vagy nem elegendd? Vagy kevesebb is elég voina? Vagy ellent-
mondés van benne?

Rajzolj abrit. Vezess be alkalmas jelolést.

© Vilaszd szét a kikités egyes részeit. Fel tudod irni fket?

TERVKESZITES

Nem talilkozti]l mér a feladattal? Esetleg a mostanitél kissé eltérs
formaban?

Nem ismerss valami rokon feladatot? Vagy olyan tételt aminek
hasznét vehetnéd?

Nésxziik csak az ismeretlent! Probilj visszaemlékezni valami ismert
feladatra, amelyben ugyanez — vagy ehhez hasonlé — az ismeretlen.

Itt van egy mdr megoldott rokon feladat, Nem tudndd hassnosi-
tani? Nem tudndd felhasznilni az eredményét? Nem tudnéd felhasznilni
a modszerét? Nem tudnid esetleg valami segédelem hevezetésével felhasz-
nalhatéva tenni?

Nem tudnid dtfogalmazni a feladatot? Nem tudnid méisképpen is atfogal-
mazni? Idézd fel a definiciét!

Ha nem boldogulsz a kitiizott feladattal, probilkozzal elGszér egy rokon
feladattal. Nem tudnél kigondolni egy kionnyebben megkizelitheté rokon
feladatot? Egy A&ltalinosabb feladatot? Vagy egy specidlisabbat? Vagy
egy analég feladatot? Nem tudnid megoldani legalabb a feladat egy részét?
Tartsd meg a kikotés egyik részét, a tobbit ejtsd el. Mennyire van igy meg-
hatérozva az ismeretlen, mennyiben viltozhat még? Nem tudnél az ada-
tokb6l valami hasznosat levezetni? Nem tudndl mondani mas adatokat,
amelyek alkalmasak az ismeretlen meghatirozisira? Meg tudndd tgy
viltoztatni az ismeretlent vagy az adatokat, vagy ha sziikséges, mind a
kett6t, hogy az j ismeretlen és az ij adatok kozelebh essenck egyméshoz?

» Felhaszniltil minden adatot? Szamitisba vetted az egész kikotést?
Szimbavetted a feladathan el§forduld Gsszes lényeges fogalmat?

-

@
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TERVUNK VEGREHAJTASA

® Ellenérizs minden lépést, amikor végrehajtod tervedet. Bizonyos
| vagy benne, hogy a lépés helyes? Be is tudnad bizonyitani, hogy helyes?

A MEGOLDAS VIZSGALATA
‘O:Nem tudnid ellendrizni az eredményt? Nem tudnfid ellendrizni a
| bizonyitést?

Nem tudniad masképpen is levezetni az eredményt? Nem tudndd az ered-
‘ményt egyetlen pillantisra belitni?

em tudnid alkalmazni az eredményt vagy a médszert valami mis
eladat megolddsira?




Pdolya Gyorgy munkassaga

« Podlya Gyorgynek a probléma megoldasra, a
heurisztikara vonatkozo nézeteit a kesdbbiekben
tanitvanyai tovabb fejlesztették:

Alan Schoenfeld, Lakatos Imre, John Mason.

Alan Schoenfeld (1985) tul altalanosnak tartotta Polya
javaslatait es ezert kiegeszitette:

|. A feladat elemzése és megértése.

Il. Megoldasi terv vazlata.

lll. A megoldas keresése nehezebb feladatoknal.

* V. A megoldas felulvizsgalata.

A kovetkez0 4 teruletet tartotta fontosnak:
eredetek, heurisztika, kontroll, hozzaallas.



Probléma
folvetése

Mason sémaja

A probléma

Visszatekintés
Reflexid

megértése

Iranyito
szabalyozd
folyamat

Tervkészités

A terv
realizalasa




Polya Gyorgy munkassaga

« Lakatos Imre, a Bizonyitasok és cafolatok
(Proofs and Refutations) cimU konyv szerzoje
angliai, masodik disszertacidojanak témajat Polya
Gyorgytol kapta.

* Disszertaciojaban tovabb fejlesztette Polya
Gyorgynek az Indukcio es analogia cimU

Konyveben kifejtett nézeteit. Levelezésukben

Polya Gyorgy kifejtette, hogy a P+ R ott

Kezdodik, ahol 0 az Indukcio és analogia

Konyveben abbahagyta a heurisztikat.




A heurisztika Lakatos-féele modellje

SEJTES —
v ”
NAIV PROBA
o == BlZONlYfTAS
o CAFgLAT

LOKALIS ELLENPROBA , —
FIGYELEBEVETELEVEL <€—— UJRAFOGALMAZAS

[
GLOBALIS ELLENPROBA -
FIGYELEBEVETELEVEL

2. abra. A heurisztika Lakatos-féle modellje




Lakatos Imre

I LAKATOS . IMRE

Bizonyitdsok
és
cafolatok




Polya Gyorgy Lakatos Imrével valo levelezese
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Polya Gyorgy Lakatos Imrével valo levelezése
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Polya Gyorgy munkassaga

« A problemamegoldas iskolaja ciml konyve azok
szamara szol, akik sajat, vagy masok gondolkodasi
készseget szeretnek fejleszteni. A konyv elészavaban itt
IS azt hangsulyozza, hogy ,aki problemat megoldani
akar tanulni, annak a problemak megoldasat Kkell
gyakorolnia.”

Print on Demand
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Pdolya Gyorgy munkassaga

A TANAROK TIZPARANCSOLATA

. Erdekeljen a szaktargyad.

Ismerd a szaktargyadat.

3 AR RO TR (s ; y VI b i
. Tudnod kell a tanulas utjairdl azt, hogy a legjobb az az 1ut, amelyet

magad fedezel fel.

. Prébalj olvasni a didkok arcardl: mit varnak, mi nehéz nekik ? Kép-

zeld magad a helyiikbe.

. Ne pusztan targyi tudast adj tanitvanyaidnak, hanem fejlesszed

gondolkoddsi készségiiket is; szoktassad megfelel§ értelmi magatar-
tasra, rendszeres munkara Gket.

6. Tanitsd meg Oket a taldlgatasra.
7. Tanitsd meg Oket a bizonyitasra.
8. Keresd aktualis problémakban azt, ami az elkovetkezs problémak

10.

megoldasara hasznos lehet — igyekezz feltarni a konkrét helyzet mo-
o6ttt rejlod altalanos megoldastipust.

. Ne aruld el egy csapasra minden titkodat — hadd talalgassanak a

didkok — taldljanak ki annyit bel6le, amennyit csak képesek.
Ne tomjed az anyagot tanitvanyaidba, hanem 6sztonozzed Gket értel-
mes tanulasra.



Pdolya Gyorgy munkassaga

A problémamegoldas iskolaja

Polya A problemamegoldas iskolaja 11. fejezetében

foglalkozik azzal, hogy problémamegoldas soran hogyan
gondolkozunk.

Felhivja a figyelmet a problémamegoldo érzelmeire is.
Megallapitja, hogy a tapasztalt feladatmegoldé meg
tudja becsulni azt, hogy milyen messzire van a konkreét
feladat megoldasatdl. A problémamegoldo belsd
szellemi aktivitasanak folyamata kevéssé ismert. Azt
tudjuk, hogy nagyon osszetett, fugg a tanuldk
kepességeitol, emberi jellemzabitol és viselkedesetol.
Munkajukat erzelmek kisérik, amelyek elhatarozasaikkal
kapcsolatosak.



Pdolya Gyorgy munkassaga

Elkulonités
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Polya Gyorgy modszertani munkassaga
A matematika es a plauzibilis okoskodas

Polya Gyorgynek a legfontosabb,de magasabb foku
matematikai ismereteket is igenyl6 heurisztikai konyve:

A matematika és a plauzibilis kbvetkeztetées (Mathematics
and Plausible Reasoning)

Ebben a munkaban osszekapcsolja a tudomanyos
modszert és a muveészi gyakorlatot.

Kisérletet tesz a matematika heurisztika leltarozasara,
elképzeléseit gyakran illusztralja és nem mindig kozvetlen
matematikai példakkal, pl. nagy felfedezések torténete,
szamnevek hasonlésaga kulonb6zb nyelveken, mérnoki
szamitasok pontossaga.

A ll. kotetben a klasszikus arisztotelészi logika alapjan
felallitja a plauzibilis okoskodas f6bb logikai szabalyait és
a feltételes valoszinliség nyelvére atforditva elemi uton
bizonyitja.



Polya Gyorgy modszertani munkassaga
A matematika es a plauzibilis okoskodas

 Polya megkilonbéozteti az okoskodasok fajtait.
* Bizonyito okoskodas: a tudas bizonyitasa

* Plauzibilis okoskodas: sejtés alatamasztasa
Modszerek:

a) indukcio

b) analogia

c) rokon esetekbdl valo kovetkeztetes

d) altalanos esetbdl valo kovetkeztetés

Seéemaban:

Indukcio Analbgia
A— B A~B
B igaz B igaz

A hihetobb A hihetoébb




Polya Gyorgy modszertani munkassaga
A matematika es a plauzibilis okoskodas

A heurisztikal szabalynak ket alesetét klilonbozteti meg:
* |. A-bdl kovetkezik B, .,

B,..,nagyon elter A korabban mar igazolt B,, B,, ... B,
kovetkezményeitdl

B,.; 102z
A sokkal hihetébb
* |Il. A-bdl kovetkezik B,

B ., hagyon hasonlit A korabban mar igazolt B,,B,
... B,, kovetkezmenyeihez

B,.1_10az
A egy kicsit hihetobb



Polya Gyorgy modszertani munkassaga
A matematika es a plauzibilis okoskodas

Problemamegoldasi modszereket, stratégiakat dolgoz ki
a tanarok szamara.

« Talalgassunk és bizonyitsunk (mddszeres probalgatas)
* Probakovetkeztetések (Proba-szerencse)

* Lehet, hogy rosszat sejtek? ( Hamis kovetkeztetések)

+ Kis lepések elve.

« KoOzelség és hihetGseg elve.

Bemutatunk két problémat:



Polya Gyorgy modszertani munkassaga
A matematika es a plauzibilis okoskodas

 EIsO problema

Egy konvex negyszoget két atlojaval negy haromszogre
vagunk. Két haromszoget szemkoztinek nevezzuk, ha
van kozos csucsuk, de nincs kozos oldaluk. Bizonyitsuk

be az alabbi allitasokat:

a) Két szemkozti haromszog tertletének a szorzata
egyenld a masik ket szemkozti haromszog teruletenek a
szorzataval.

b) A négyszog akkor €s csak akkor trapez, ha van ket
egyenlo teruletd szemkozti haromszoge.

c) A negyszog akkor és csak akkor paralelogramma, ha
mind a négy haromszog terulete egyenlé.



Polya Gyorgy modszertani munkassaga
A matematika es a plauzibilis okoskodas
Masodik problema

Tekintsuk a kovetkezo I-1V. allitasokat:

|. Ha egy korbe irt sokszog egyenl6 oldalu, akkor egyenld szogu is.

ll. Ha egy korbe irt sokszog egyenld szogl, akkor egyenlo oldalu is.

[ll. Ha egy kor koré irt sokszog egyenlo oldalu, akkor egyenl6 szogu is.
I\VV. Ha egy kor koré irt sokszog egyenl6 szogl, akkor egyenld oldalu is.

a) Allapitsuk meg, hogy a négy allitas kozil, melyik igaz és melyik
hamis és minden esetben bizonyitsuk be az allitasunkat!

b) Ha altalanos sokszog helyett csupan négyszogeket tekintiink, akkor
a négy allitas kozul melyik igaz, melyik hamis?

c) Mit mondhatunk az 6tszogekrél?

d) Meg tudnank-e sejteni, sét talan bizonyitani, atfogobb allitasokat?
Ezeknek meg kell vilagitaniuk a b) és c) észrevételeket.



Polya Gyorgy modszertani munkassaga
A matematika es a plauzibilis okoskodas

Megoldas

a) Az |. és I/ IV . allitasok altalaban igazak, de Il. és Ill. nem igaz.
b) Il. és lll. hamis, a téglalap és a rombusz ellenpélda.

c) Il. és lll. Otszogre igaz.

d) ll. és Ill. paratlan oldalszamu sokszog esetén

Ez (I1). " és (lll.)-bdl kovetkezik.

(I1).” Ha egy korbe irt sokszog egyenl6 szogl, akkor barmely két
olyan oldala, amelyek kozott egyetlen oldal van, egyenlo. Ezert, ha
az oldalak szama paros, mondjuk 2n, akkor vagy mind a 2n oldal
egyenld, vagy pedig n oldal egyenl6 a-val es n oldal egyenl6 b-vel,
ahol a =b és a kozos csucsban talalkozo oldalak kulonbozd
nagysaguak.

(Ill).” Ha egy kor kore irt sokszog egyenlo oldalu, akkor barmely két
sz0g, — amelyeket pontosan egy kozbeeso szog valaszt el —

egyenlo. Ezert, ha a szogek szama paros, pl. 2n, akkor vagy mind a
2n szog egyenlo vagy pedig n szog egyenlo a- vaI €s n szog egyenld
[3 -val, ahol a =3 , és a koz0s szaru szogek Killénb6z6 nagysaguak.

l. (I1)", (lIl.)" és IV. bizonyitasahoz kossuk 0ssze a kor kozéppontjat a
sokszc’jg csucsaival, bocsassunk merélegeseket a kozéppontbdl az
oldalakra és keressunk egybevago haromszogeket.



Polya es Escher kapcsolata

Polya Gyorgy Uber die Analogie der Krystallsymmetrie
In der Ebene ( Z. Kristall 60 (1924) 278-282) cim(
cikkében a sik 17 kristalycsoportjaval foglalkozott.

A cikk érdekessége az, hogy Polya mind a 17
kristalycsoportot rajzzal is szemléltette. M. C. Escher
testvére geografus volt. Amikor ezt a cikket meglatta a
folyoiratban, felhivta ra grafikus testvéere figyelmét.

Polya eés Escher ugyanazt a nyelvet értettek, a
geometriai alakzatok nyelvet. Escher a matematikai reszt
nem értette, de a rajzokbdl raéerzett a kristalycsoport
egyes elemeinek a geometriai tulajdonsagaira, a
periodikussagra, a szimmetriara €s a maga muveészi
modjan Podlya rajzait atformalta, madarakat, kutyakat,
stb. helyezett ra Pdolya abraira, majd a szinezes
bevezetésével tovabb is fejlesztette az abrazolast.



Polya es Escher kapcsolata

Cler die Analogie der Kristallsymmetrie in der Eb 281
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Polva és Escher kapcsolata

Kristallographie. Escher copied Polya’s article in full—the text, dutifully recorded, was probably
of little use to F_scher Polya spoke of groups, and was concerned with classification. Escher was

d in the g ic ials for creating penod:c tilings. He records in his
notebook each of Pblya s17 tilings, just two to a page, and it is clear that these were not merely
copied, but studied.

Following the Polya paper, Escher’s notebook records the bibliographic information on a
paper by F. Haag (5]. Escher copied only one sentence of the text, Haag’s definition of a regular
plane tiling, from that paper. The tilings by polygons shown in that paper, as well as variants on
them devised by Escher, fill several more notebook pages.

The medieval Islami h ical craftsmen, and the mathematicians Polya and Haag, all
spoke to Escher m the same language—the language of geometric ﬁgu:es Escher'’s unusual
receptivity to ical ideas and uncanny ability to discern the ic rel

shxps from this visual information allowed him to create the periodic deslgns which were his
passion. Escher admitted that he “seriously tried to understand” the crystallographic literature he
studied, “But they were mostly too difficult for my untrained mind and on the other hand they
took no account of shade contrasts which for me are indispensable.” [7, p. vii] This last comment
is especially mleresung, for in 1937 (when Escher recorded Polya’s paper) crystallographers had
not yet considered " or more g Ily, “color y,” the study of groups of
isometries acting on colored u]mgs and the action of the isometries on the colors of the tiles.
Perhaps influenced by his observations at the Alhambra, Escher insisted that his tilings be
map-colored. But more than that, from the very beginning of his studies (which culminated in his
own formulation of a theory of color sy y) he wove together the action of coloring the

periodic designs with the ries that d the desi As a result, his designs were
inevitably “perfectly colored.” (In algebraic terminology, a tiling with colored tiles is perfectly
colored if the symmetry group which acts on the lored tiling ind a per ion of the set

of colors of the tiles.)

Escher studied Polya’s tilings to understand their geometric structure, that is, how each tile
was related to each of its neighbors. But his study went beyond this — he also considered how
these tilings could be colored with a minimum number of colors in a way that was compatible
with the symmetries of the tiling. Polya had “colored” just one of his tilings, the diamond tiling
labeled D, kkkk. Escher added color to his copies of four other tilings from Polya’s paper, and
each one of these is a perfect coloring. His coloring of Polya's fleur-de-lis design (DY) with three
colors is shown in FIGURE 2.

FIGURE 2
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Polva és Escher kapcsolata

In November, 1937, Escher ived from his brother the add of h
whom he wished to write about his work. The address “Prof. Dr. G. Pélya, Dunantstrasscd
Zurich” was the first on the list (P. Niggli and A. Speiser were also named). Sometime after that,
Escher wrote to Polya to tell of his work, and a correspondence began, which included Escher’s
sending drawings to Polya. Unfortunately, none of that correspondence seems to have survived.
Polya left the ETH in Ziarich in 1940, and abandoned materials in his office, including the Escher
correspondence. In 1976, at the Gemeentemuseum in The Hague, I saw the notebook containing
Escher’s hand-copied version of Pblya’s paper and took a photo of it which I sent to Polya. He
was delighted since he had no material evidence of the Polya-Escher connection. In 1977 Pélya
told me of his active correspondence with Escher.

In looking at Polya’s illustrative tilings, it is not hard to imagine several of these turning into
Escher tilings of birds, reptiles, and fish. One of these tilings was definitely the inspiration for an
Escher design of eagles. Polya’s tiling labeled D, gg (pg in modern crystallographic notation; see
[9]) was copied by Escher, then changed to a tiling by blocks of two of Polya’s tiles fused into a
single tile. Then gradually the blocks were transformed into eagles. FIGURE 3 shows an early stage

FIGURE 3
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Pdolya és Escher kapcsolata

in this metamorphosis. The final design, number 17 of Escher’s finished colored periodic designs
(dated winter 38), is perfectly colored in red, white, and blue (FIGURE 4). The notation at the
bottom of the drawing reads “overgangs systeem VC-IV®”; Escher’s classification according to

his own system.

FIGURE 4

VOL. 60, NO. 5, DECEMBER 1987
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Polya Gyorgy f6 munkai
Collected papers
|. Singularities of Analytic Functions (Kiado6: R. Boas)
ll. Location of Zeros (Kiadé: R. Boas)
Ill. Analysis (Kiado :J. Hersh — G. C. Rota)

I\VV. Probability, Combinatorics, Teaching and Learning
Mathematics (Kiado :G. C. Rota)

Aufgaben und Lehrsatze aus der Analysis (Szeg0o
Gaborral kozosen), Springer Verlag, 1924, (magyar
forditas: Feladatok és tételek az analizis korebdl I-II.
Tankonyvkiado, 1980)

Inequalities, Cambridge-University Press, 1934
(kozosen G. H. Hardy-val és J. E. Littlewood- -dal)

Isoperimetric Inequalities in Mathematical Physics
(kozosen Szegb Gaborral ) Princeton, Princeton
University Press, 1951



Polya Gyorgy f6 munkai

How to solve it? Princeton University Press, 1945
(magyar forditas A gondolkodas iskolaja, 2. kiadas,
Gondolat, Budapest, 1969)

Mathematics and Plausible Reasoning I-Il.,

Princeton, Princeton University Press, 1954 ( magyar
forditas: A matematikai gondolkodas muveszete I-Il.
Indukcio és analogia, A plauzibilis kovetkeztetés,
Gondolat, Budapest,1988, 1989)

Mathematical Discovery on Understanding, Learning
and Teaching Problem Solving I-Il. New York, John
Wiley Sons, 1962, 1965 (magyar forditas: A problema
megc;ldés iIskolaja I-ll. Tankonyvkiadd, Budapest, 1967,
1968

Mathematical Methods in Science, Washington 1963
(magyar forditas: Matematikai modszerek a
természettudomanyokban (Gondolat Kiado, Budapest,
1984)



Polya Gyorgy f6 munkai
Collected papers

|. Singularities of Analytic Functions (Kiadoé: R. Boas)
ll. Location of Zeros (Kiadd: R. Boas)
Ill. Analysis (Kiado :J. Hersh — G. C. Rota)

I\VV. Probability, Combinatorics, Teaching and Learning
Mathematics (Kiado: G. C. Rota)

Aufgaben und Lehrsatze aus der Analysis (Szeg0o
Gaborral kozosen), Springer Verlag, 1924, (magyar
forditas: Feladatok és tételek az analizis korébdl I-I1.
Tankonyvkiado, 1980)

Inequalities, Cambridge-University Press, 1934
(kozosen G. H. Hardy-val és J. E. Littlewood- -dal)

Isoperimetric Inequalities in Mathematical Physics
(kozosen Szegb Gaborral) Princeton, Princeton
University Press, 1951
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Irodalom

. Alexanderson, G. L.: The Polya picture album,
Basel, 1987

. Lakatos file 129, item 230* és 236*, British
Library of Political and Economics Science

. Lakatos Imre: Bizonyitasok és cafolatok,
Budapest, Typotex, 1998

. Polya Gyorgy: A matematikai gondolkodas
muveészete |-ll. Indukcio és analogia, A
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